PCSI Physique

TD Méca4 :OSCILLATEURS MECANIQUES LIBRES A UN
DEGRE DE LIBERTE .

Applications directes du cours

Oscillateurs harmoniques non amortis usuels :

1. Pendule élastique horizontal : on considére un lealei massmlié au bati par un ressqk,|,) . Le mobile
peut se déplacer horizontalement le long d’unGxeu sa position est repérée par son absoisse
a. Utiliser le théoreme de I'énergie mécanique pouemdiner l'intégrale premiére du mouvement du
mobile. (On introduira la variablX représentant I'allongement)
b. En déduire I'équation différentielle du mouvement.
c. Quelle est la pulsation propre des oscillationg@rlpériode propre ?
d. Quelle est la forme de(t) ?

2. Pendule élastique vertical : on considére un matglenassen suspendu a un resszﬁk, ID) . Le mobile peut

se déplacer verticalement le long d’'un @z€descendant) ou sa position est repérée par sacote

a. Utiliser le principe fondamental de la dynamiqueumpadéterminer I'équation différentielle du
mouvement.

b. Effectuer le changement de variaile z- |,,. En déduire I'équation différentielle &du mouvement.

¢. Quelle est la pulsation propre des oscillations ?
d. Quelle est la forme de(t) ?

3. Pendule simple AUX PETITES OSCILLATIONS : on coriel un pendule simpl(am, I) dont la position est

repérée par I'angl@que fait le fil avec la verticale.
a. Exprimer I'énergie mécanique du systéme. Que deeka pour des oscillations de faible amplitude ?
b. En déduire l'intégrale premiére du mouvement péiguation différentielle du mouvement.
¢. Quelle est la pulsation propre des oscillations ?
d. Quelle est la forme dé(t) ?
Ep (x)
A étendue du

4. On considére un point matériel M de masse mouvement
décrit par un seul degré de liberté nofd. On VR
s'intéresse au mouvement de ce point maté l
dans un champ de forces conservatives, au prc "
voisinage de la position d'équilibre stalle On \\%Q/
note E, (x) I'énergie potentielle du point matériel  © % '

2
a. Effectuer un développement de Taylor a I'ordre 2EJ¢ x) au voisinage dex, . Introduirek = [a XEPJ .
X=%

Exprimer I'énergie mécanique du systéme en fonal@xpuis en fonction dex = x- x.

c. En déduire I'équation différentielle du mouvement.
d. Quelle est la pulsation propre des oscillations ?

5. On considére un mobile de masselié au bati par un resscﬁk, ID) . Le mobile peut se déplacer
horizontalement le long d’un a& ou sa position est repérée par son absoisse
a. Rappeler I'équation différentielle du mouvementXm x- |,. Introduire la pulsation proprey, .
On a alors :X (t) = X, cos(ayt+9).
b. Calculer I'énergie cinétique, I'énergie potentiefliastique puis I'énergie mécanique du systemecefra
sur un méme graphe I'allure des courtiggt), E. (t) et E, (t).
c. Calculer les moyennes temporelles de I'énergieticjué et de I'énergie potentielle élastique. Coreclu
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Oscillateurs harmoniques amortis par frottements fliides :

6. Quelle est I'équation différentielle caractérisequd’'un oscillateur libre amorti ? (Introduire les
grandeur§é, ), (Q.a) . (7..«) et les nommer). Citer un exemple.
Quels sont alors les différents mouvements (ttainss), c'est a dire les différents régimes libobservables ?

7. Aspect énergétique d'un oscillateur libre et amodn considére un mobile de massi@ au bati par un
ressor(k, IO). Il est de plus soumis & une force de frottem#uises de la formef = —av . Le mobile peut

se déplacer horizontalement le long d’un @xeu sa position est repérée par son absgisse
a. Effectuer un bilan d’énergie sur un oscillateurdilet amorti. Introduire la variabl& = x—|,.

b. En déduire I'expression dgc% .

c. Cas d'oscillations TRES faiblement amorties :
i. Donner I'expression générale de(t). En déduire I'expression de(t).
-t
ii. Montrer que I'énergie mécanique du systéme peutiséE, (t) = E, (0) €.
8. Développer les analogies électromécaniques (entalitc (R, L, C) série et systétme {masse-ressort-
amortisseur}).

Autres exercices

Oscillateurs harmoniques non amortis usuels :

1 : (*) Une massem=50g, attachée a un ressort de constante de raide&®N.m*, peut osciller sans

frottement sur un axe horizontal. La masse étdisgailibre, on lui communique une vitessg=1m.s".

1. Calculer I'énergie mécanique de la masse.
2. En déduire l'allongement maximal du ressort au sa&s oscillations.

2 : Etude énergétique de I'oscillateur harmoniqug*)
Un solide S de massen=200g, se déplace sans frottement, sur un guide hoekdhest accroché a un ressort

sans masse, de raidéur20N.m™*. L'origine est prise au niveau de la position didigre du solide en I'absence

de tout frottement. On écarte le solideadescmdans le sens qui étire le ressort et on I'abandsans vitesse

initiale.

1. Exprimer I'énergie mécanique du dispositif. On piencomme référence I'énergie potenti€llé0) = 0.

2. Déterminer I'équation différentielle du mouvemedm.résoudre.

3. En déduire les expressions de I'énergie cinétiteergie potentielle et I'énergie mécanique duéye en
fonction du temps.

4. Représenter ces énergies sur un méme graphe.

3 : (*) Une bille M de massen=200g est suspendue & un ressort de longueur alyid¢ de constante de
raideurk . A I'équilibre, le ressort est allongé dig, =5cm. Un choc vertical orienté vers le haut communique
alors a la bille une vitessg. La bille remonte ddr=2cm et se met osciller. Les frottements sont négligés.

1. Exprimer puis calculer la constante de raidedu ressort.
2. Déterminer en fonction di et des données la vitesse initialeommuniquée a la bille lors du choc : A.N..

3. Quel est I'allongement maximall, ., du ressort au cours des oscillations de la bille ?

4 : (*) Un point matériel M de massa est relié a I'extrémité d'un ressdk,|,) attaché a un point fixe O.
L’ensemble est placé sur un plan incliné d’'un armlear rapport a I'horizontale. Les frottements suégligés.
1. Exprimer la longueut,,du ressort lorsque le point M est a I'équilibre.

2. On pose=I-l,. Déterminer I'équation différentielle vérifiee pax lorsque la massem est en
mouvement. Que remarque-t-on ?
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Oscillateurs harmoniques amortis usuels :

5 : (*) On considére une masse=100g accrochée a un ressort horizontal de constanteaitur
k =20N.m" et reliée & un amortisseur de coefficient 2kg.s".
1. Montrer que le déplacememt par rapport a I'équilibre de la masse vérifie Uatjon différentielle :
O L I

X+—X+—x=0.

m m
Montrer gque le régime est pseudo-périodique.
Calculer la pseudo-période des oscillations.
Evaluer la durée du régime transitoire.

rwon

6 : (*) Un ressort(k,lo) pend verticalement. A linstaht 0, on accroche une
massem a I'extrémité inférieure et on la lache sans wéemitiale. La masse subi
des frottements fluides du typd =-hv, suffisamment faibles pour pouvoi ,
considérer que la pseudo-périofledu mouvement est égale a la période prapre g

c'est-a-dire a la période du mouvement non amatposition de la masse, assimilé
a un point matériel M, est repérée par sa cpteesurée sur un axe vertice
descendant ayant pour origine la position initéd@da masse.

1. Quelle sera la cotg,de la massma I'équilibre ? i

1
2. Déterminer [I'équation différentielle vérifiée par L'écrire en faisant ok

0 -

intervenirz,,, la pulsation propre et la constante: 21 .
m

3. Exprimer la loi horaire(t) pourt =0.

7 : (**) Essieu avant d’'un véhicule
On modélise 'essieu avant d’un véhicule a I'aigedéux
ressorts de raideliet de longueur a vidg.

m . N Py s
Une mass% égale a la moitié de la masse du véhici

est posée dessus. On s'intéresse au mouvemertave

de I'essieu.

On suppose les roues indéformables (de rayon aujsta

Données m=1tonne; k =19000N.nT* ; I, =40cm.

1. Montrer que ce dispositif est équivalent a un ress
unique dont on déterminera la raideur et la longueu
a vide.

2. Déterminer la position d'équilibre du systéme.

o . N A m A
3. Le véhicule étant a I'arrét, on enfonce la magseie 5cmet on la lache.

Etablir I'’équation différentielle du mouvement,résoudre et déterminer I'accélération maximale.

8 : (*) Régime oscillatoire amorti
Une sphere M (masseg, petit rayonr ), de faible vitess& , plongée dans un liquide de coefficient de vigégsi

est soumise & une force de frottement du tjpe—6mr,V .
La sphére est suspendue a un ressort de raidéuar période d’'oscillation dans l'air (frottememntégligeables)
est égale &,. On noteT la pseudo-période du mouvement de M dans le lguid

1. Etablir I'équation différentielle du mouvement.
2. Donner I'expression de la pseudo-pulsationdu mouvement en fonction des données du probléme.
3. Exprimerp en fonction dem,r,T, etT.
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Pendule simple AUX PETITES OSCILLATIONS

9 : (*) Un pendule simple de longudur30cmest écarté faiblement par rapport a la verticaleté sans

vitesse initiale.

1. Rappeler I'équation différentielle vérifiée parrigle & formé par le fil avec la verticale. Que deviereel
lors d’oscillations de petite amplitude ?

2. Déterminer et calculer la durdemise par le pendule pour passer la verticale.

10: (**) Pendule simple et élastique
La masselotte d'un pendule simple est soumise cidia de deux
ressorts identiques qui exercent des forces destrdyopizontales.
1. Sachant que ces forces de rappel sont nulles lereqpendule est
vertical :
a. Etablir I'équation différentielle des petites okaions du
pendule simple.
b. En déduire I'expression de la période des petiseslations.
2. Une force de frottement visqueux provoque un asegthent dont
le coefficienta est égal au dixieme du coefficient critique.
a. Etablir la nouvelle équation différentielle des it
oscillations du pendule simple.
b. Calculer le facteur de qualité du pendule.

Autres oscillateurs :

11 : (*) Vibration d’'une molécule diatomique.

La molécule diatomiqueCl est modélisée, selon un axe fixe, par de E
) ) ; P

masses ponctuelles distantes dBuisque I'atome de chlore est beauco

plus lourd que celui d’hydrogéne, il peut étre édé@e comme fixe ; seul

le noyau d’hydrogéne de masse m est alors suskepgbse déplacer, il

subit I'énergie potentielle d'interactiorEp(r)zgf

"

: , ou C,
“ Amer TO
- ' r
a etnsont des constantes positiies>1) . Ed“ \/'
En l'absence de tout champ extérieur, la distanégudibre inter-
atomique estr,. L'énergie minimale & fournir pour dissocier cette
molécule sera notés .
1. Exprimer la distance d’équilibrg .
2. En déduire I'expression de I'énergie de dissocieia
3. Déterminer I'expression de la constante de raikleur ressort équivalent au systéme, au voisinageade |
position d’équilibre.
4. En déduire la pulsatiag des petites oscillations de la molécule en fonctlerk et m, puis en fonction de
Eg,nmetr,.
5. Des mesures spectroscopiques permettent d’accé&périmentalement &,,«w, et E, : r, =1,27.10" m;
w, =5,45.16" ¢ ; E, =400 kJ.mot .
Ces mesures permettent de déterminer les cardicpéeis de I'interaction entre les atomes de chire
d’hydrogéne dans la molécule de chlorure d’hydregéDéterminer les expressions littérales, puis les
valeurs numériques, dea etC.
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12: (**) Oscillations d’'une masse
Une massenest fixée a un ressort sans masse, de rakdsude longueur a vidg, dont l'autre extrémité est fixée

enO dans le référentiel d’étude. Cette masse peuéplackr sur I'horizontalex.
Initialement, le ressort est au repos et la masseobile.
1. La masse subit une force constafite F, i’, et on néglige les frottements. Détermix(gj .

2. Enplus de la forc& constante, la masse subit un frottement fluideroportionnel & la vitessé = —a v .
a. Etablir 'équation du mouvement, en introduisanpldsation proprew, et le facteur de quali@, que
I'on exprimera en fonction des caractéristiquesyhtéme.
b. Dans le cas d'un frottement faible, détermix(ejen utilisant notamment le temps caractéristique
d’amortissement des oscillations et de la pseudsagian® , que I'on exprimera en fonction dget Q.

c. Dans le cas dun frottement important, détermiferen utilisant notamment}:;j—é et
-
1 1
e -1

3. Effectuer un bilan énergétique pour en déduiredest total de la force de frottement entre I'anstinitial
et la situation finale d'équilibre.

13: (**) L'oscillateur d’Archimede .
Un cylindre homogeéne, de sectiBn de longueut, de rayorr, de masse volumiqyeflotte sur I'eau. Un systéme de

guidage adapté permet de maintenir en permanemigEplacement du cylindre vertical.
1. Pour qu'une hauteuh:% du cylindre soit immergée a I'équilibre, quelldat®on doit-il exister entre les masses

volumiquesy ety ?
2. Le systéeme étant a I'équilibre dans les conditjprésédentes, on I'enfonce et, on le lache sanssétaitiale.
a. Etablir 'équation différentielle erz (cote du centre d'inertie du cylindre par rappdra surface de I'eau) en
négligeant tout frottement. En déduire la naturenduwvement.
b. Donner I'expression de la période propre des @ditiths du solide.
3. Entenant maintenant compte de la viscagié I'eau, le cylindre est soumis en outre a uneefaie frottement donnée

par la formule de Stokesf = —67rnV ou Vv est la vitesse du cylindre.

a. Etablir 'équation différentielle du mouvement. Qaeest la nature du mouvement ?
b. Exprimer la période propre et le facteur de qualitéispositif. Commenter.
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Réponses et éléments de réponses :

1:1.E,=2,510% L 2.0~ 4,| =v0\/%. |£= £, =10,0cm.

2:1. Em:}m')?+—l kX . 2. Epzlkazcosz(wct) ; Eczlkazsinz(wot) CE, =tk
2 2 2 2 2
3:1k="9 k=g0Nmt. 2. vozh\/E. v, =2,83.10' m&. 3. AI(t):Aéq—vo\/Esin \/Et , A|W=Aéq+vo\/a
A4, m k m k
A =5,5cm.
4011, =1,+ M 5 gy Koo,
k m
5:b. Q:—V;A. Q=10rad.§'. c. At=5r=lT. At=0,5s.
6:a.zéq:%. b.z+2z+af 2= f g,. c.z(1) = zéq—%(cos(% t)+i sin(@, t)] et = ;q—%g cobwy } €.
[2)
. oL . mg . 4k 4k . 4k . 4ka
7:1LK=2k;lg=1¢ 2. xeq:éc—ﬂ.&a.ﬂﬁx:ﬁxm 7 X(t) = X — acos(w, t) avecw, = F.b.><m:?,
X, =3,8ms2.
6mnr k k¢ 2m (1 1
8:1. 2+ 74+ — 7=— 0 3= |5—=.
m T T T2 T?
9: 2.At=’l\/z. At =8,60ms.
2\g
) . (g 2k me --n»[ng m (g 2k
10:1.a.0+|=+—|0=0.b.T,=27,|—— . 2a.0+—0+|=+—|0=0.b.Q=—,|[-+—.
Jr[I m] 0 ﬂ\mg+2k2 e Q aVe m
1
; i 2 n-1)a€
11:1.r0:[475°?c] 1.2.Ed:[171} o€ 5 p_(n=Yas .4.%:\/K: N, |
€ n)4ne,yr, Ame,ly m mi;
2.2 3. 2 2 -1
5.n= ok ATMY o 0€h 1501 020,400; C=1,06.10%J m2.
E, (n-1)¢€ 4me,m
12:1. x(t)=1, +5[1— cogwit)], avecw, :\/E.
k m
= in(Qt
2. Frottement faible x(t):l0+51—e" co$Qt)+sm( ) , avec = w, 1—%,et7:§;
k Qr 4Q Wy
) F, Fp o t), o[t sy —F
Frottement important x(t)= I, + -2 ——2e" |cos 7]+— sin .3 W, fl=—2
P (t)=" k k I{T' T T Oﬂ‘( ) 2k
. 29 L ., 6 .. 29 L uryLg
13:1. =2u.2.24+—2z2=0;T,=2n,|— .3. 2+——2+—27z=0; T, =2, |— ; Q= .
Hoa = H L ° = “M2g ulr L 0= 29 1O a2
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